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Let 1=d1(n)<d2(n)< } } } <d{(n)=n be the sequence of all the divisors of the
integer n in increasing order. Let us say that the divisors of n are y-dense iff
max1i<{(n) di+1(n)d i (n) y, and let D(x, y, z) be the number of positive integers
less than x whose divisors are y-dense and whose prime divisors are bigger than z.
We show the existence of three positive constants c1 , c2 , and y0 such that
c1(log x } log z) D(x, y, z)x log( yz)c2 for all x, y, and z in the region
x yz+z0.5353, xz5, and y y0 . We give also a general upper bound for
D(x, y, z) without any condition on x, y, and z.  2001 Academic Press
1. INTRODUCTION
De signons par P&(n) le plus petit facteur premier de l’entier n2 et
posons
F(n)={1max[dP&(d) : d | n, d>1]
(n=1)
(n2).
Nous appelons entiers a diviseurs y-denses les entiers n ve rifiant F(n)ny.
Nous avons choisi cette de nomination en raison de l’identite
F(n)n= max
1i<{(n)
di+1(n)di (n) (n2),
ou 1=d1(n)<d2(n)< } } } <d{(n)(n)=n de signe la suite croissante de tous
les diviseurs de n (voir le lemme 2.2 de [5]).
Posons
D(x, y, z)=*[nx : F(n)ny et P&(n)>z]
et
D$(x, y, z)=*[nx : F(n)ny, P&(n)>z et +2(n)=1]
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ou + de signe la fonction de Mo bius. Pour les applications des entiers a
diviseurs denses ([3] et [4]), il est utile de bien contro^ler le comportement
asymptotique de ces deux fonctions. En particulier pour estimer la
‘‘puissance de recouvrement’’ des cha@^nes du graphe divisoriel (voir le
the ore me 1 de [4]), nous avons besoin d’une minoration uniforme de
D$(x, y, z). Cette quantite a e te minore e par Tenenbaum (lemme 2.3 de
[6]), mais pas dans une re gion en x, y et z suffisamment grande pour notre
application. La motivation initiale de ce pre sent travail est de donner une
minoration de D$(x, y, z) de qualite suffisante pour [4]. En fait, nous don-
nons l’ordre de grandeur exact de D(x, y, z) et D$(x, y, z) dans une large
re gion en x, y et z.
The ore me 1. Il existe trois constantes strictement positives c1 , c2 et y0
telles que sous les conditions
x yz+z0.5353, xz5 et y y0 , (1)
on ait
c1
x
log x
log( yz)
log z
D$(x, y, z)D(x, y, z)c2
x
log x
log( yz)
log z
.
Signalons de plus que sous l’hypothe se de Riemann, on peut remplacer
l’exposant 0.535 par 0.5+= pour tout =>0 fixe , les constantes c1 et y0
de pendant alors de =.
Par ailleurs, si on s’inte resse uniquement a la majoration de D(x, y, z),
on peut e largir conside rablement la re gion (1). De manie re ge ne rale on a
le re sultat suivant.
The ore me 2. Il existe une constante c3 telle que l ’on ait
D(x, y, z)c3 _ xlog x
log( yz)
log(min(z, y&z))
+
y&z
log( y&z)&
dans toute la re gion x y>z+12.5.
Donnons l’architecture des de monstrations. La technique utilise e par
Tenenbaum ([6] lemme 2.3) pour minorer D$(x, y, z) consiste a appliquer
de manie re ite rative l’identite de Buchstab
D$(x, y, z)=1+ :
z<p y
D$ \ xp , py, p+ . (2)
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Le point clef pour e tablir la minoration du the ore me 1 consiste a reprendre
cette technique en l’ame liorant par l’introduction du ‘‘facteur de torsion’’
1&1- log z dans la de finition de la fonction minorante D (x, y, z) (voir la
preuve de notre lemme 1). Une nouvelle utilisation de (2) allie e avec le
re sultat de Baker et Harman [1] relatif a la proportion positive de nombres
premiers dans le petit intervalle [ y, y+ y0.535] permet alors de conclure le
processus de minoration.
D’un point de vue me thodologique, la de marche employe e ici pour la
minoration de D$(x, y, z) (utilisation d’une e quation de Buchstab et intro-
duction d’un facteur de torsion) est analogue a celle employe e dans [2]
pour minorer D$(x, y, 1). La diffe rence est que dans (2), on classe les
entiers a diviseurs y-denses par leur plus petit facteur premier, alors que
l’identite de Buchstab utilise e dans [2] s’obtient en les classant par leur
plus grand facteur premier. Cela e tant, d’un point de vue technique, la
de marche ici s’ave re beaucoup plus simple.
Pour la majoration de D(x, y, z), on utilise la formule
D(x, y, z)<<
x
log x
log y
log z
(x yz1.5),
qui a e te e tablie dans un travail pre ce dent ([3, Lemme 5]). Avec l’identite
de Buchstab ve rifie e par D(x, y, z) et le the ore me de BrunTitchmarsch, on
en de duit rapidement le the ore me 2.
2. MINORATION
La partie minoration dans le the ore me 1 est e tablie en trois e tapes. Cha-
que e tape consiste a montrer que D$(x, y, z)>> (x log x) (log( yz) log z)
mais dans des re gions en x, y et z diffe rentes. Bien entendu, pour la
troisie me e tape, la re gion est donne e par (1).
2.1. Premie re e tape
Il re sulte du lemme 2.3 de [6] que l’on a pour tout =>0
D$(x, y, z)>>=
x
log x
log y
log z
sous les conditions
x yz22, xz3 et zexp[(log log 2x)53+=].
Nous remplac ons cette troisie me condition par zz0 .
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Lemme 1. Il existe une constante z0 telle que sous les conditions
x yz2z20 et xz
3,
on ait
D$(x, y, z)>>
x
log x
log y
log z
.
Pour e tablir ce re sultat par re currence, nous avons besoin des re sultats
auxiliaires suivants. Le lemme 2 est un lemme de lissage, le lemme 3 sert a
initialiser la re currence et les lemmes 4 et 5 servent a la partie ite rative de
la re currence.
Pour les lemmes 3 et 5, on note d’une part
%$(x, y, z)=*[nx : P+(n) y, P&(n)>z et +2(n)=1]
ou P+(n) de signe le plus grand facteur premier de l’entier n2 (avec la
convention P+(1)=1) et d’autre part
D (x, y, z)=\1& 1- log z+
x
log(xy)
log( yz)
log z
.
Lemme 2. Pour tout a>0, il existe un re el *a tel que pour y2, on ait
:
p y
1
p loga p
=*a&
1
a loga y
+Oa \ 1loga+1 y+ .
Lemme 3. Sous les conditions
y4>x yz22 et xz3,
on a
%$(x, y, z)>>
x
log z
.
Lemme 4. On a pour x1, y1 et z1
D$(x, y, z)=1+ :
z<p y
D$ \ xp , py, p+ .
Lemme 5. Il existe une constante z0 telle que sous la condition
x yz2z20 , (3)
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on ait
D (x, y, z) :
z<p y
D \xp , py, p+ .
De monstration des lemmes 2 a 5
Le lemme 2 s’obtient par sommation d’Abel a partir du the ore me de
Mertens p y (log pp)=log y+O(1) (cf. The ore me 1.1.7 de [7]). Le
lemme 3 constitue une forme faible du lemme 2.2 de [6]. L’identite de
Buchstab du lemme 4 s’obtient en classant les entiers compte s dans
D$(x, y, z) par leur plus petit facteur premier (voir le lemme 2.1 de [6]).
Montrons le lemme 5.
En utilisant le lemme 2 avec a=1 et a=32, on obtient l’existence de
deux constantes c4 et z0 telles que sous la condition (3), on ait:
log xy
x
:
z<p y
D \ xp, py, p+=log y :z<p y \1&
1
- log p+
1
p log p

log( yz)
log z \1& 23 - log z \
1&\ log zlog y+
32
+
\1& log zlog y+ +
&c4
log y
log2 z

log( yz)
log z \1&
8
9 - log z+&c4
log y
log2 z

log( yz)
log z \1&
1
- log z+=
log xy
x
D (x, y, z).
De monstration du lemme 1. On distingue deux cas.
1er cas. x< y4. On a alors
D$(x, y, z)%$(x, y, z)>>
x
log z
d’apre s le lemme 3.
De signons par c5 une constante strictement positive pour laquelle on ait
D$(x, y, z)c5 D (x, y, z)
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sous les conditions
y4>x yz22 et xz3.
2e me cas. x y4. On choisit ici une constante z0>2 convenable pour
le lemme 5. Montrons par re currence sur l’entier k8 que sous les
conditions
2kx y4z8 et zz0>2 (Hk)
on a
D$(x, y, z)c5 D (x, y, z). (4)
Le cas ou k=8 est vide. Supposons maintenant que (4) soit ve rifie e sous
les conditions (Hk) pour un certain k8. Supposons e galement ve rifie es les
conditions (Hk+1). On a alors pour z<p y
2k
x
p
pyp22,
x
p
p3 et pz0 .
On a donc aussi
D$ \xp , py, p+c5 D \
x
p
, py, p+ . (5)
En effet si xp<( py)
4, cette dernie re ine galite de coule du premier cas traite
ci-dessus, et si xp( py)
4, elle de coule de l’hypothe se de re currence.
En utilisant successivement le lemme 4, l’ine galite (5) et le lemme 5, on
obtient alors
D$(x, y, z) :
z<p y
D$ \xp , py, p+c5 :z<p y D \
x
p
, py, p+c5 D (x, y, z),
ce qui e tablit l’ine galite (4).
2.2. Deuxie me e tape
Il s’agit ici d’e tablir le re sultat suivant.
Lemme 6. Il existe une constante z1 telle que sous les conditions
x yz+z0.535, x y4 et zz1 ,
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on ait
D$(x, y, z)>>
x
log x
log( yz)
log z
.
Pour cela, nous utilisons le
Lemme 7. Il existe une constante y1 telle que sous les conditions
yz+z0.5353 et y y1 ,
on ait
:
z<p y
1
p log p
>>
log( yz)
log y } log z
.
De monstration du lemme 7. On a
1
log z
&
1
log y
=
1
log2 z \
1
1
log z
+
1
log( yz)+=
log( yz)
log y } log z
.
En utilisant le lemme 2 avec a=1, cela permet d’e tablir l’existence d’une
constante c6 telle que si zc6 et yc6z, on a
:
z<p y
1
p log p
>>
log( yz)
log y } log z
.
Par ailleurs si z<c6 , on a trivialement
:
z<p y
1
p log p
>>1>>
log( yz)
log y } log z
.
Enfin si y<c6 z, en utilisant le re sultat de Baker et Harman [1]
?( y)&?(z)>>
y&z
log y
, ( yz+z0.535, y y0),
on obtient
:
z<p y
1
p log p

?( y)&?(z)
y log y
>>
log( yz)
log y } log z
.
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De monstration du lemme 6. On choisit z1=max(z0 , y1) ou z0 est con-
venable pour le lemme 1 et y1 pour le lemme 7. Sous les conditions du
lemme 6, on a alors en utilisant successivement le lemme 4, la minoration
du lemme 1 sous la forme
D$(x, y, z)>>
x
log(xy)
log( yz)
log z
et le lemme 7,
D$(x, y, z) :
z<p y
D$(xp, py, p)>>x
log y
log(xy)
:
z<p y
1
p log p
>>
x
log x
log( yz)
log z
.
2.3. Troisie me e tape
On pose z2=max(z1 , 16) ou z1 est une constante convenable pour le
lemme 6. On suppose ve rifie es les conditions (1) du the ore me 1 avec le
choix y0=z52 . On va montrer alors que
D$(x, y, z)>>
x
log x
log( yz)
log z
(6)
en distinguant trois cas.
1er cas. On suppose ve rifie es les conditions supple mentaires x y4 et
zz2 . La minoration (6) re sulte alors de la minoration z2z1 et du
lemme 6.
2e me cas. On suppose ve rifie es les conditions supple mentaires x< y4 et
zz2 . Comme z216, on a x14z542zz+z0.535. En utilisant de
nouveau le lemme 6, on obtient alors
D$(x, y, z)D$(x, x14, z)>>
x
log x
log(x14z)
log z
>>
x
log x
log( yz)
log z
.
3e me cas. On suppose ve rifie e la condition supple mentaire z<z2 . On a
alors x yz52z2+z
0.535
2 3. On peut donc se ramener aux deux
premiers cas de la manie re suivante:
D$(x, y, z)D$(x, y, z2)>>
x
log x
log( yz2)
log z2
>>
x
log x
log( yz)
log z
.
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3. MAJORATION
Le proce dure de majoration est analogue a la proce dure de minoration.
Les trois lemmes suivants jouent les ro^les respectifs des lemme 4, 1, et 7.
Lemme 8. On a pour x1, y1 et z1
D(x, y, z)=1+ :
z<p y
D \xp , py, p&0+ .
Lemme 9. Sous les conditions
xz et yz22,
on a
D(x, y, z)<<
x
log(xy)
log( yz)
log z
.
Lemme 10. On a
:
z<p y
1
p log p
<<
log( yz)
log y } log(min(z, y&z))
dans toute la re gion y>z+12.5.
De monstration des lemmes 8, 9 et 10
L’identite de Buchstab du lemme 8 s’e tablit comme celle du lemme 4 en
classant les entiers compte s dans D(x, y, z) par leur plus petit facteur
premier. Le lemme 9 de coule imme diatement du lemme 5 de [3]. Montrons
le lemme 10.
On a d’apre s le the ore me du BrunTitchmarsh (voir le the ore me 1.4.9. de
[7])
?( y)&?(z)<<
y&z
log( y&z)
, ( y>z+12.5). (7)
Donc si y<2z, on a
:
z<p y
1
p log p

?( y)&?(z)
y log y
<<
log( yz)
log y } log( y&z)
;
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et si y2z, on a en appliquant le lemme 2 avec a=1
:
z<p y
1
p log p
<<
log( yz)
log y } log z
.
Notons que le the ore me 2 entra@^ne imme diatement la partie majoration
dans le the ore me 1. Pour conclure, il suffit donc d’e tablir le the ore me 2.
De monstration du the ore me 2. On a d’apre s le lemme 8
D(x, y, z)=1+ :
z<p y
D \xp , py, p&0+ .
Pour montrer le the ore me 2, nous allons e tablir que
:
z<pmin( y, - x)
D \xp , py, p&0+
<<
x
log x
}
log( yz)
log(min(z, y&z))
si z<- x
et
:
max(z, - x)<p y
D \xp , py, p&0+<<
y&z
log( y&z)
si y>- x.
Supposons donc d’abord z<- x. On a alors en utilisant les lemmes 9 et 10
:
z<pmin( y, - x)
D \xp , py, p&0+
<<x
log y
log(xy)
:
z<p y
1
p log p
<<
x
log x
}
log( yz)
log(min(z, y&z))
.
Supposons maintenant y>- x. On a alors
:
max(z, - x)<p y
D \xp , py, p&0+?( y)&?(z)<<
y&z
log( y&z)
d’apre s (7).
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